
1 Kontinuierlicher Fall

Gegeben eine integrierbare (in L2-Norm konvergente) Funktion f : C ! C

mit Periode T (meist T = 2�), also mit f(t) = f(t+ T ) f�ur alle t 2 C oder
f : [0; T ]! C. Dann ist ihre Fourier-Reihe gegeben durch

fN (t) =
NX

n=�N

cne
in!t mit ! =

T

2�
; cn =

1

T

Z T

0
f(t)ein!tdt

Dies gilt jedoch nicht f�ur auf dem ganzen Raum de�nierte Funktionen. Des-
halb geht man von der Summenbildung �uber in eine Integraltransformation:

F (!) =

Z
1

�1

f(t)e�i!tdt

f(t) =
1

2�

Z
1

�1

F (!)ei!td!

1.1 Beispiel

Die Stufenfuktion

f(t) =

(
1; f�ur � 1 � t � 1

0; sonst

hat die Fouriertransformierte

F (!) =

Z
1

�1

f(t)e�i!tdt =

Z 1

�1
e�i!tdt =

Z 1

0
e�i!t+ei!tdt =

Z 1

0
cos(!t)dt =

�
sin(!t)

!

�1
t=0

=
sin(!)

!

1.2 Beispiel

Allgemeiner hat f�ur c > 0 die Stufenfunktion

f(t) =

(
1; f�ur � c � t � c

0; sonst

die Fouriertransformierte

F (!) =

Z c

�c
e�i!tdt =

�
sin(!t)

!

�c
t=0

=
sin(!c)

!

Je gr�osser also c ist, desto gestauchter ist die Fouriertransformierte.
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2 Diskreter Fall

F�ur die Praxis am Computer sind keine kontinuierlichen Funktionen, son-
dern diskrete Werte zu gebrauchen. Deswegen approximiert man die In-
tegraltransformation durch eine diskrete Transformation. Gegeben ist also
eine endliche Menge von Werten fa0; : : : ; aN�1g, also ein N -dimensionaler
Vektor a, dem ein N -dimensionaler Vektor â zugeordnet wird:

âk =
N�1X
j=0

wjkaj

ak =
1

N

N�1X
j=0

w�jkâj

Dabei ist w = e2�i=N die N -te Einheitswurzel.

2.1 Beispiel

a =

0
BB@

0
1
0
�1

1
CCA

Hier ist N = 4 und damit w0 = 1; w1 = i; w2 = �1; w3 = �i; w4 = 1; : : :

â0 =
N�1X
j=0

w0aj = w0a0 + w0a1 + w0a2 + w0a3 = 0 + 1 + 0� 1 = 0

â1 =
N�1X
j=0

wjaj = w0a0 + w1a1 + w2a2 + w3a3 = 0 + i+ 0 + i = 2i

â2 =
N�1X
j=0

w2jaj = w0a0 + w2a1 + w4a2 + w6a3 = 0� 1 + 0 + 1 = 0

â3 =
N�1X
j=0

w3jaj = w0a0 + w3a1 + w6a2 + w9a3 = 0� i+ 0� i = �2i

â =

0
BB@

0
2i
0
�2i

1
CCA
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2.2 Alternative Darstellung

Man kann diese Berechnung auch als Matrix-Vektor-Multiplikation au�as-
sen. F ist die Fouriermatrix.

â = F � a

F =

0
BBBBB@
w0 w0 w0 � � � w0

w0 w1 w2 � � � wN�1

w0 w2 w4 � � � w2(N�1)

...
...

...
. . .

...

w0 wN�1 w2(N�1) � � � w(N�1)(N�1)

1
CCCCCA

Man sieht leicht, dass dieser Berechnungsansatz einen quadratischen Auf-
wand hat. Deshalb wird als n�achstes ein Algorithmus vorgestellt, der die
diskrete Fouriertransformation schneller durchf�uhren kann.

3 Algorithmus

Dieser Algorithmus funktioniert nur f�ur einen Vektor der L�ange einer Zweier-
Potenz. Wir nehmen daher nun an, dass a ein 2m-dimensionaler Vektor ist,
wobei m 2 N0.

3.1 Herleitung

Der Korrektheitsbeweis des Algorithmus geht induktiv �uberm 2 N0. Istm =
0, so ist â = a, denn â0 = w0a0 = a0. Istm > 0 ,so ist a ein 2N -dimensionaler
Vektor mit N = 2m�1. Nun kann nach Induktions-Vorraussetzung angenom-
men werden, dass die diskrete Fouriertransformation f�ur einenN -dimensionalen
Vektor bereits durchgef�uhrt werden kann. Ziel ist also nun das Problem auf
diesen Fall zu reduzieren. Dazu spaltet man die Berechnungsvorschrift in
gerade und ungerade Terme auf.

âk =
2N�1X
j=0

wjkaj =
N�1X
j=0

w2jka2j+
N�1X
j=0

w(2j+1)ka2j+1 =
N�1X
j=0

w2jka2j+w
k�
N�1X
j=0

w2jka2j+1

Es bezeichne nun v = w2 die N -te Einheitswurzel. Zudem seien nun g0 =
a0; g1 = a2; � � � ; gN�1 = a2(N�1) die geraden und u0 = a1; � � � ; uN�1 =
a2N�1 die ungeraden Koe�zienten.

âk =
N�1X
j=0

vjkgj

| {z }
ĝk

+vk=2 �
N�1X
j=0

vjkuj

| {z }
ûk

F�ur k < N liefert dieser Ausdruck bereits das richtige Ergebnis. F�ur k �
N beachte man, dass vN=2 eine halbe Drehung darstellt, also ist dann das
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richtige Ergebnis gegeben durch

âk = ĝk�N � vk=2ûk�N

3.2 Komplexit�at

T (1) = c

T (n) = T (
n

2
) + T (

n

2
) + c � 2

n

2
= 2 � T (

n

2
) + c � n

Mit dem Mastertheorem a = 2; b = 2; � = 1 folgt T (n) 2 O(n log n).

4 Anwendung

Der Algorithmus kommt in sehr vielen Bereichen zur Anwendung. Zwei von
ihnen werden hier kurz vorgestellt.

4.1 Polynom-Multiplikation

Sind p(x) = p0+p1x+p2x
2+� � �+pnx

n und q(x) = q0+q1x+q2x
2+� � �+qnx

n

zwei Polynome. Dann hat der naive Berechnungsansatz quadratischen Auf-
wand. Fasst man die Koe�zienten als 1 + n +m-dimensionale Vektoren p

und q auf, wobei pj = qk = 0 f�ur j > n und k > n, so kann man zei-
gen, dass f�1(p̂ � q̂) der Vektor der Koe�zienten des Produktpolynoms ist.
Dabei soll f�1 die inverse schnelle Fouriertransformation darstellen und �
komponentenweise Multiplikation. Da der schnelle Fouriertransformations-
Algorithmus einen Aufwand von n log n hat und komponentenweise Multi-
plikation sogar nur linearen Aufwand, hat dieser Algorithmus zur Polynom-
Multiplikation einen Aufwand von n log n.

4.2 Kompressions-Algorithmen

Gegeben ist ein grosser Datensatz (zum Beispiel .BMP- oder .WAV- Datei)
und man wendet den schnellen Fouriertransformations-Algorithmus an. Die
so entstandenen neuen Werte k�onnen geeignet abge�andert werden, sodass
eine Menge an Speicherplatz gespart wird, aber bei der R�ucktransformation
die alten Daten im Wesentlichen rekonstruiert werden k�onnen.
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